Lineare Algebra |: Klausur 1

Heinrich-Heine-Universitat Dusseldorf

Sommersemester 2017

e Offnen Sie den Klausurbogen erst, wenn der Klausurbeginn angesagt wurde!
e Es sind keine Hilfsmittel (Taschenrechner, Mitschriften, Notizen, Telephon-
joker etc.) zugelassen.
Bitte legen Sie alle Taschen und Jacken vor Beginn der Klausur vorn im
Horsaal ab. Handys, Smartphones und andere elektronische Geréte sind
in ausgeschaltetem Zustand in diesen Taschen zu verstauen. Ausnahmen:
traditionelle Armbanduhren und Wecker.

e Bitte priifen Sie die folgenden Angaben und korrigieren Sie sie gegebenenfalls:

Name: e

Bitte legen Sie Ihren Studierendenausweis und Thren Lichtbildausweis vor sich
auf das Pult, damit Thre Identitdat wahrend der Klausur gepriift werden kann.

e Sie diirfen die einzelnen Blatter dieses Bogens zur Bearbeitung der Klausur
trennen. Bitte heften Sie sie in diesem Fall bei der Abgabe der Klausur mit
dem bereitgestellten Tacker wieder in der richtigen Reihenfolge zusammen.

e Die Klausur dauert 2 Stunden. Sie besteht aus 6 Aufgaben. Pro Aufgabe sind
10 Punkte zu erwerben.

e Um Thr Ergebnis zu erfahren, benétigen Sie Thre ID-Nummer. Sie kennen
diese Nummer bereits aus dem Ubungsbetrieb. IThre Nummer lautet:

Viel Erfolg!

Aufgabe H 1
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Aufgabe 1
Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten in R:

—x1+ 2290+ 4dxg+ 4dry =

T1 —2x9 — 1323 — 1024 =

T — 220 — 4dxz— 4dxy =
—x1+2x9+ 8xr3+ Txry =-5

(a) Bestimmen Sie den Losungsraum des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems.

(b) Bestimmen Sie den Losungsraum des gegebenen inhomogenen linearen Gleichungssystems.

Notieren Sie hier Ihre Lisung:
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Aufgabe 2
Sei f der beziiglich der Standardbasis durch folgende Matrix definierte Endomorphismus des
F5-Vektorraums (F5)3:

S W =
o N O
N W o

a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x s € F5[X].

C

(a)

(b) Berechnen Sie alle Eigenwerte von f in Fs.

(c) Berechnen Sie die zugehorigen Eigenrdume von f.
(d)

d) Ist f diagonalisierbar?

Notieren Sie hier Ihre Losung:
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Aufgabe 3
Seien U und V die folgenden R-Vektorraume:
x
U:={|ly| eR®|z=2y+2z} V:=R3
z

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Tupel B und B’ geordnete Basen sind von U, und dass die
folgenden Tupel C' und C’ geordnete Basen sind von V:

2 2 1 0 0
B=(lo],|1]) c=(lol,[1],[o]

1 0 0 0 1

2 8 1 4 0
B :=(|1],]3]) C'=(of|,[-1],]-1|)

0 1 0 1 0

(b) Sei f: U — V die lineare Abbildung, die beziiglich der Basen B und C gegeben ist durch die

Matrix
-3

1
CMB(f) = 1 0
0 0

Berechnen Sie o Mp/(f), also die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen B’ und C’.

Notieren Sie hier Ihre Lisung:
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Aufgabe 4
Kreuzen Sie in den folgenden acht Aufgabenteilen alle Aussagen an, die richtig sind. Pro Aufgabenteil
kénnen mehrere Aussagen richtig sein.

Als Gesamtpunktzahl erhalten Sie die Differenz aus der Anzahl aller richtig gesetzten Kreuze und
aller falsch gesetzten Kreuze, mindestens aber 0 Punkte und héchstens 10 Punkte.

(1)

Sind A und B Teilmengen einer Menge M, so gilt fiir die Méchtigkeit der Vereinigung A U B:
O [AUB| < A + B

O |AUB| > |A| + |B|

O |AUB|=|M|—-|ANB|

Eine Abbildung von Mengen f: A — B ist genau dann surjektiv, wenn gilt:

OfY(B)=A4

O f(A) =818

O Jede Faser von B enthilt mindestens ein Element.

Welche der folgenden ,,Abbildungen® ist nicht wohldefiniert?

R—-R Q—Q DZ—>Z/8Z
] 1 O 2
s~ PP z = 2]
r q ¢

Welche der folgenden Abbildungen ist bijektiv?

7 — 7 Q—Q Zx (z\{0}) = Q
O O 0
T — 2z T+ 2

p
p,q)— —
(P, q) .
Eine Abbildung f: A — B zwischen endlichen Mengen A und B ist genau dann bijektiv, wenn
O A und B gleich viele Elemente besitzen und f surjektiv ist.
0 A und B gleich viele Elemente besitzen und f injektiv ist.
0O A= B ist.

Fir jeden Vektorraum V ist die Teilmenge V' \ {0}
O linear unabhéngig.
O ein Erzeugendensystem.

O ein Untervektorraum.

Die Abbildung R? — R?, (x,y) — (2x -+, —3y) wird beziiglich der Standardbasis durch folgende

Matrix beschrieben:

-3 1 2 1 2 0
Eine quadratische Matrix A € Matgr(n x n) vom Rang rk(A) <n
O besitzt 0 als Eigenwert.

O besitzt keine Eigenwerte.

O besitzt hochstens n — 1 verschiedene Eigenwerte.
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Aufgabe 5
Sei V ein R-Vektorraum. Ein Endomorphismus p: V' — V ist idempotent, falls gilt: pop = p.

(a) Geben Sie zwei verschiedene idempotente Endomorphismen auf V = R3 an.
(b) Zeigen Sie, dass fiir jeden idempotenten Endomorphismus gilt: Ker(p) + Im(p) = V.
(c) Zeigen Sie, dass fiir jeden idempotenten Endomorphismus gilt: Ker(p) N Im(p) = {0}.

Sie kénnen jeden Satz der Vorlesung ohne Beweis verwenden, sofern Sie ihn separat in seiner
allgemeinen Form (d. h. unabhdngig von der vorliegenden Aufgabenstellung) wiedergeben.

Notieren Sie hier Ihre Lisung:

10
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Aufgabe 6
Zwei Matrizen A, A’ € Matg(m x n) heilen dquivalent, geschrieben A ~ A’ wenn es invertierbare
Matrizen S € Matg(m x m) und T € Matr(n x n) gibt, sodass gilt:

A= S871AT

(a) Zeigen Sie, dass diese Relation ~ auf Matg (m x n) tatsichlich eine Aquivalenzrelation definiert.

(b) Wie viele Aquivalenzklassen gibt es? Ihre Antwort sollte von n und m abhingen. Geben Sie fiir
jede Aquivalenzklasse einen Reprisentanten an!

Sie konnen jeden Satz der Vorlesung ohne Beweis verwenden, sofern Sie ihn separat in seiner
allgemeinen Form (d.h. unabhdngig von der vorliegenden Aufgabenstellung) wiedergeben.

Notieren Sie hier Ihre Lésung:

12
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